Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme I’). 
Von Kurt Gédel in Wien. 


1. 


Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu gréferer 
Exaktheit hat bekanntlich dazu gefiihrt, daB weite Gebiete von ihr 
formalisiert wurden, in der Art, da® das Beweisen nach einigen 
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas- 
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der 
Principia Mathematica (PM)2) einerseits, das Zermelo-Fraenkel- 
sche (von J.v. Neumann weiter ausgebildete) Axiomensystem der 
Mengenlehre*) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, daf 
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen 
formalisiert, d.h. auf einige wenige Axiome und SchluBregeln zuriick- 
gefiihrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, da®i diese Axiome 
und Schlubregeln dazu ausreichen, alle mathematischen Fragen, die 
sich in den betreffenden Systemen iiberhaupt formal ausdriicken 
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, dab dies 
nicht der Fall ist, sondern da$ es in den beiden angefiihrten 
Systemen sogar relativy einfache Probleme aus der Theorie der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen gibt‘), die sich aus den Axiomen nicht 


*) Vgl. die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-naturw. KI.) 1980, 
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit. 

*) A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl, 
Cambridge 1925. Zu den Axiomen des Systems PM rechnen wir insbesondere 
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzihlbar viele 
Individuen), das Reduzibilitats- und das Auswahlaxiom (fir alle Typen). 

®) Vgl. A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen uber die Grundlegung der Men- 
genlehre, Wissensch. u. Hyp. Bd. XXXI. J.v. Neumann, Die Axiomatisierung 
der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 27, 1928. Journ. f. reine u. angew. Math. 154 
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, da8 man zu den in der angefiihrten Literatur 
gegebenen mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und SchluBregeln des 
Logikkalkiils hinzufiigen mu8, um die Formalisierung zu vollenden. — Die 
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch fiir die in den letzten Jahren von 
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgestellten formalen Systeme (soweit diese 
bisher vorliegen), Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abh. aus d. math. Sem. der 
Univ. Hamburg I (1922), VI (1928). P. Bernays, Math. Ann. 90. J.v.Neumann, 
Math. Zeitschr. 26 (1927). W. Ackermann, Math. Ann. 98... 

*) D.h. genauer, es gibt unentscheidbare Satze, in denen auSer den logi- 
schen Konstanten: ~ (nicht), \/ (oder), (x) (fir alle), = (identisch mit) keine 
anderen Begriffe vorkomfnen als + (Addition), . (Multiplikation), beide bezogen 
auf natiirliche Zahlen, wobei auch die Prafixe («) sich nur auf natirliche Zahlen 
beziehen diirfen. 
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entscheiden lassen. Dieser Umstand liegt nicht etwa an der speziellen 
Natur der aufgestellten Systeme, sondern gilt fiir eine sehr weite 
Klasse formaler Systeme, zu denen insbesondere alle gehéren, die 
aus den beiden angefiihrten durch Hinzufiigung endlich vieler Axiome 
entstehen 5), vorausgesetzt, daB durch die binzugefiigten Axiome keine 
falschen Siitze von der in FuSnote+) angegebenen Art beweisbar 
werden. 

Wir skizzieren, bevor wir auf Details eingehen, zunichst den 
Hauptgedanken des Beweises, natiirlich ohne auf Exaktheit Anspruch 
mu erheben. Die ‘Formeln eines formalen Systems (wir beschriinken 
uns hier auf das System PM) sind duf8erlich betrachtet endliche - 
Reihen der Grundzeichen (Variable, logische Konstaute und Klam- 
mern bzw. Trennungspunkte) und man kann leicht genau priizisieren, 
welche Reihen von Grundzeichen sinnvolle Formeln sind und 
welche nicht®). Analog sind Beweise vom formalen Standpunkt ‘ 
nichts. anderes als endliche Reihen von Formeln (mit bestimmten 
angebbaren Eigenschaften). Fiir metamathematische Betrachtungen 
ist es nattirlich gleichgiiltig, welche Gegenstiinde man als Grund- 
zeichen nimmt, und wir entschlieBen uns dazu, natiirliche Zahlen”) 
als solche zu verwenden. Dementsprechend ist dann eine Formel 
eine endliche Folge natiirlicher Zahlen®) und eine Beweisfigur eine 
endliche Folge von endlichen Folgen natiirlicher Zahlen. Die meta- 
mathematischen Begriffe (Sitze) werden dadurch zu Begriffen (Sitzen) - 
iiber natiirliche Zahlen bzw. Folgen von solchen®) und daher (wenig- 
stens teilweise) in den Symbolen des Systems PM selbst ausdriickbar. 
Insbesondere kann man zeigen, dafi die Begriffe ,Formel*, , Beweis- 
figur“, ,beweisbare Formel“ innerhalb des Systems PM definierbar 
sind, d.h. man kann z. B. eine Formel F'(v) aus PM mit einer freien 
Variablen » (vom Typus einer Zahlenfolge) angeben?*), so daB F'(v). 
inhaltlich interpretiert besagt: v ist eine beweisbare Formel. Nun 
stellen wir einen unentscheidbaren Satz des Systems PM, d. h. einen 
Satz A, fiir den weder A noch non-A beweisbar ist, folgender- 
mafien her: 


5) Dabei werden in PM nur solche Axiome als verschieden gezihlt, die 
aus einander nicht blo8 durch Typenwechsel entstehen. 

6) Wir verstehen hier und im folgenden unter ,Formel aus PM“ immer 
eine ohne Abkiirzungen (d.h. ohne Verwendung von Definitionen) geschriebene 
Formel. Definitionen dienen ja nur der kiirzeren Schreibweise und sind daher 
prinzipiell iiberflissig. 

") D.h. wir bilden die Grundzeichen in eineindeutiger Weise auf natirliche 
Zahlen ab. (Vgl. die Durchfiihrung auf S. 176.) 

8) D.h. eine Belegung eines Abschnittes der Zahlenreihe mit nattirlichen 
Zahlen. (Zahlen kénnen ja nicht in réumliche Anordnung gebracht werden.) 

°) m.a. W.: Das oben beschriebene Verfahren liefert ein isomorphes Bild 
des Systems PM im Bereich der Arithmetik und man kann alle metamathema- 
tischen Uberlegungen ebenso gut an diesem isomorphen Bild vornehmen. Dies 
geschieht in der folgenden Beweisskizze, d.h. unter ,Formel“, Satz“, ,, Variable“ ete. 
sind immer die entsprechenden Gegenstande des isomorphen Bildes , 
zu verstehen. 

te) Es wire sehr leicht (nur etwas umstandlich), diese Formel tatsichlich 
hinzuschreiben. 
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Eine Formel aus PM mit genau einer freien Variablen, u. zw. vom 
Typus der natiirlichen Zablen (Klasse von Klassen) wollen wir ein 
Klassenzeichen nennen. Die Klassenzeichen denken wir uns irgend- 
wie in eine Folge geordnet*), bezeichnen das n-te mit R(n) und 
bemerken, da sich der Begriff ,Klassenzeichen“ sowie die ordnende 
Relation R im System PM definieren lassen. Sei « ein beliebiges 
Klassenzeichen; mit [x; ] bezeichnen wir diejenige Formel, welche 
aus dem Klassenzeichen # dadurch entsteht, dafi man die freie 
Variable durch das Zeichen fiir die natiirliche Zahl n ersetzt. Auch 
die Tripel-Relation « = [y; 2] erweist sich als innerhalb PM definierbar. 
Nun definieren wir eine Klasse K natiirlicher Zahlen folgendermafen : 


ne K = Bew[R(n); n]*) (1) 


(wobei Bew x bedeutet: x ist eine beweisbare Formel). Da die Be- 
griffe, welche im Definiens vorkommen, simtlich in PM definierbar 
sind, so auch der daraus zusammengesetzte Begriff K, d.h. es gibt 
ein Klassenzeichen S12), so daB® die Formel [.S; ] inhaltlich gedeutet 
besagt, da® die natiirliche Zahl » zu K gehért. S ist als Klassen- 
zeichen mit einem bestimmten &(g) identisch, d.h.es gilt 


S= R(q) 


fir eine bestimmte natiirliche Zahl g. Wir zeigen nun, dai der 
Satz [R(q); ¢]!8) in PM unentscheidbar ist. Denn angenommen 
der Satz [R(q);q| wire beweisbar, dann wire er auch richtig, 
d.h. aber nach dem obigen ¢ wiirde zu K gehéren, d.h. nach (1) 


es wiirde Bew [R (¢); q] gelten, im Widersproch mit der Annahme. 


Wire dagegen die Negation von [R(q); g| beweisbar, so wiirde n< K, 
d.h. Bew[R(q); q] gelten. [R(q); 9] wire also zugleich mit seiner 
Negation beweisbar, was wiederum unméglich ist. 

Die Analogie dieses Schlusses mit der Antinomie Richard 
springt in die Augen; auch mit dem ,Liigner“ besteht eine nahe 
. Verwandtschaft'*), denn der unentscheidbare Satz [R(q); q] besagt 
ja, da{ g zu'K gehért, d.h. nach (1), dab [R(q); ¢g] nicht beweisbar 
ist. Wir haben also einen Satz vor uns, der seine eigene Unbeweis- 
barkeit behauptet®). Die eben auseinandergesetzte Beweismethode 


11) Etwa nach steigender Gliedersumme und bei gleicher Summe lexiko- 
graphisch. 

11a) Durch Uberstreichen wird die Negation bezeichnet. 

2) Ks macht wieder nicht die geringsten Schwierigkeiten, die Forme! S 
tatsachlich hinzuschreiben. 

38) Man beachte, da8 ,[2 (¢); g]* (oder was dasselbe bedeutet ,,[S; ¢]*) bloB 
eine metamathematische Beschreibung des unentscheidbaren Satzes ist. 
Doch kann man, sobald man die Formel S ermittelt hat, natirlich auch die 
Zahl g bestimmen und damit den unentscheidbaren Satz selbst effektiv hinschreiben. 

4) Es 148t sich tiberhaupt jede epistemologische Antinomie zu einem der- 
artigen Unentscheidbarkeitsbeweis verwenden. 

15) Kin solcher Satz hat entgegerdém Anschein nichts Zirkelhaftes an 
sich, denn er behauptet zundchst die Unbeweisbarkeit einer ganz bestimmten 
Formel (namlich der g-ten in der lexikographischen Anordnung bei einer be- 
stimmten Einsetzung), und erst nachtraglich (gewissermaSen zufallig) stellt sich 
heraus, da8 diese Formel gerade die ist, in der er selbst ausgedriickt wurde. 
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l48t sich offenbar auf jedes formale System anwenden, das erstens 
inhaltlich gedeutet tiber gentigend Ausdrucksmittel verfiigt, um die 
in der obigen Uberlegung vorkommenden Begriffe (insbesondere den 
Begriff ,beweisbare Formel“) zu definieren, und in, dem zweitens 
jede beweisbare Forme) auch inhaltlich richtig ist. Die nun folgende 
exakte Durchfiihrung des obigen Beweises wird unter anderem die 
Aufgabe haben, die zweite der eben angefiihrten Voraussetzungen 
durch eine rein formale und weit schwichere zu ersetzen. 

Aus der Bemerkung, dafi [R(¢); q] seine eigene Unbeweis- 
barkeit behauptet, folgt sofort, da® [R£(g);q] richtig ist, denn 
[# (q); q] ist ja unbeweisbar (weil unentscheidbar). Der int System 
PM unentscheidbare Satz wurde also durch metamathematische Uber- 
legungen doch entschieden. Die genaue Analyse dieses merkwiirdigen 
Umstandes fiihrt zu iiberraschenden Resultaten, beziiglich der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweise formaler Systeme, die in Abschn. 4 (Satz XI) 
naher behandelt werden. 


Wir gehen nun an die exakte Durchfiihrung des oben skiz- 
zierten Beweises und geben zunichst eine genaue Beschreibung des 
formalen Systems P, fiir welches wir die Existenz unentscheidbarer 
Sitze nachweisen wollen. P ist im wesentlichen das System, welches 
man erhilt, wenn man die Peanoschen Axiome mit der Logik der 
PM?6) iiberbaut (Zahlen als Individuen, Nachfolgerrelation als un- 
definierten Grundbegriff). 

Die Grundzeichen des Systems P sind die folgenden: 

I. Konstante: ,oo* (nicht), ,V“ (oder), ,U* (fiir alle), 0“ 
(Null), 7“ (der Nachfolger von), ,(“, ,)“ (Klammern). 

IJ. Variable ersten Typs (fiir Individuen, d.h. natiirliche 
Zahlen inklusive 0): ,#,°, ,yi“, 21°,.-.- 

Variable zweiten Typs (fiir Klassen von Individuen): ,2,“, 
Ug a yee a wee a 
” Variable dritten Typs (fiir Klassen von Klassen von Individuen): 
n@gy Yas n@eige+ + 
usw. fiir jede nattirliche Zahl als Typus*). 

Anm.: Variable fiir zwei- und mehrstellige Funktionen (Rela- 
tionen) sind als Grundzeichen iiberfliissig, da man Relationen als 
Klassen geordneter Paare definieren kann und geordnete Paare 
wiederum als Klassen von Klassen, z. B. das geordnete Paar a, b 
durch ((a), (a, b)), wo (x, y) bzw. (x) die Klassen bedeuten, deren 
einzige Elemente «, y bzw. sind1). 


16) Die Hinzuftigung der Peanoschen Axiome ebenso wie alle anderen 
am System PM angebrachten Abanderungen dienen lediglich zur Vereinfachung 
des Beweises und sind prinzipiell entbehrlich. 

1) Es wird vorausgesetzt, daB fiir jeden Variablentypus abzahlbar viele 
Zeichen zur Verfiigung stehen. 

18) Auch inhomogene Relationen kénnen auf diese Weise definiert werden, 
z,B.eine Relation zwischen Individuen und Klassen als eine Klasse aus Ele- 
menten der Form: ((x,), ( (a), #))- Alle in den PM tber Relationen beweis- 
baren Sitze sind, wie eine einfache Uberlegung lehrt, auch bei dieser Behand- 
lungsweise beweisbar. 
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Unter einem Zeichen ersten Typs verstehen wir cine Zeichen- 
kombination der Form: 


a, fa, ffa, fifa... usw. 


wo a entweder 0 oder eine Variable ersten Typs ist. Im ersten 
Fall nennen wir ein solches Zeichen Zahlzeichen. Fir n> 1 
verstehen wir unter einem Zeichen n-ten Typs. dasselbe wie 
Variable n-ten Typs. Zeichenkombinationen der Form a (4), wo b 
ein Zeichen »-ten und a ein Zeichen » + 1-ten Typs ist, nennen wir 
Elementarformeln. Die Klasse der Formeln definieren wir als die 
kleinste Klasse), zu welcher simtliche Elementarformeln gehiéren 
und zu welcher zugleich mit a, 6 stets auch (a), (a) V (6), xT (a) 
gehéren (wobei 2 eine beliebige Variable ist)1%*). (a) V (6) nennen 
wir die Disjunktion aus a und b, oo(a) die Negation und «II (a) 
eine Generalisation von a. Satzformel heibt eine Formel, in 
der keine freie Variable vorkommt (freie Variable in der bekann- 
ten Weise definiert). Eine Formel mit genau n-freien Individuen- 
variablen (und sonst keinen freien Variablen) nennen wir n-stelliges 
Relationszeichen, fir »=1 auch Klassenzeichen. 


Unter Subst a (3) (wo a eine Formel, » eine Variable und } 
ein Zeichen vom selben Typ wie v bedeutet) verstehen wir die 
Formel, welche aus a entsteht, wenn man darin » tiberall, wo es 
frei ist, durch 5 ersetzt?°), Wir sagen, daB eine Formel a eine 
Typenerhoéhung einer anderen 0b ist, wenn a aus 6 dadurch ent- 
steht, daB man den Typus aller in 6 vorkommenden Variablen um 
die gleiche Zahl erhoht. 

Folgende Formeln (I bis V) heiBen Axiome (sie sind mit Hilfe 
der in bekannter Weise definierten Abkiirzungen: ., >, =, (Hx), = ”) 
und mit Verwendung der iiblichen Konventionen tiber das Weglassen 
von Klammern angeschrieben) 2%): 


1. wo (fa, = 0) ~A tx’ aod 
2. fa =fyrr =I ra a eS 
3. 2% (0). 0 (4 (@,) > 24 (fx,)) > aM (@, (Hy). xv'er 


*8a) xII(a) ist also auch dann eine Formel, wenn x in a@ nicht oder nicht 
frei vorkommt. In diesem Fall bedeutet xII (a) natiirlich dasselbe wie a. 
%*) Bez. dieser Definition (und analoger spiter vorkommender) vgl. 
J. Gukasiewicz uod A. Tarski, Untersuchungen tiber den Aussagenkalkil, 
Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Var- 
sovie XXIII, 1930, Cl. II. 
°°) Falls v in @ nicht als freie Variable vorkommt, soll Subst a (3) = @ sein. 
Man beachte, da8 Subst“ ein Zeichen der Metamathematik ist. 
1) a, —=y, ist, wie in PM I, * 13 durch 2, II (w, (w,) >, (y,)) definiert 
zu denken (ebenso fir die héheren Typen). 
4) Um aus den angeschriebenen Schemata die Axiome zu erhalten, muf 
man also (in II, II, IV nach Ausfiihrung der erlaubten Einsetzungen) noch 
1. die Abkiirzungen eliminieren, 
2. die unterdrickten Klammern hinzufigen. 
Man beachte, da8 die so entstehenden Ausdriicke ,Formeln* in obigem Sinn 
sein miissen. (Vgl. auch die exakten Definitionen der metamathem. Begriffe 8. 182 fg.) 


Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXVIIJ. Band. 12 


178 _ Kurt Godel, 


II. Jede Formel, die aus den folgenden Schemata durch Einsetzung 
beliebiger Formeln ftir p,q, 7 entsteht. ; 


l. pvyp>p 3. PVG? IVP 
2. p2>pVy 4. (page(rvprarv®: 
Ill. Jede Formel, die aus einem der beiden Schemata 


1. vII(a)> Subst a (2) 
2. oM(bya)abvyvll (a) 


dadurch entsteht, dafi man fiir. a,v, b,c folgende Einsetzungen vor- 
nimmt (und in 1. die durch ,Subst“ angezeigte Operation ausfiihrt): 

Fiir @ eine beliebige Formel, fiir v eine beliebige Variable, 
fiir 6 eine Formel, in der v nicht frei vorkommt, fiir ¢ ein Zeichen 
vom selben Typ wie »v, vorausgesetzt, daB ¢ keine Variable ent- 
hilt, welche in a an einer Stelle gebunden ist, an der v frei ist 2%). 


IV. Jede Formel, die aus dem Schema 
1. (Eu) @~Nwe)=a)) 


dadurch entsteht, da man fiir v baw. u beliebige Variable vom 
Typ » baw. »+1 und fiir a eine Formel, die u nicht frei ent- 
halt, einsetzt. Dieses Axiom vertritt das Reduzibilititsaxiom (Kom- 
prehensionsaxiom der Mengenlehre). 


V. Jede Formel, die aus der folgenden durch Typenerhéhung ent- 
steht (und diese Formel selbst): 


1. %, LT (ary (2) = yp (@)) > ty = Yo. 


Dieses Axiom besagt, daB eine Klasse durch ihre Elemente 
vollstindig bestimmt ist. 

Eine Formel ¢ hei®t unmittelbare Folge aus a und b (bzw. 
aus a), wenn a die Formel (co (b))\/ (c) ist (bzw. wenn ¢ die Formel 
v1 (a) ist, wo w eine beliebige Variable bedeutet). Die Klasse der 
beweisbaren Formeln wird definiert als die kleinste Klasse von 
Formeln, welche die Axiome enthalt und gegen die Relation ,un- 
mnittelbare Folge“ abgeschlossen ist 24). 

Wir ordnen nun den Grundzeichen des Systems P in folgender 
Weise eineindeutig natiirliche Zahlen zu: 


4) ¢ ist also: entweder eine Variable oder 0 oder ein Zeichen der Form 

.fu, wo wu entweder 0 oder eine Variable 1. Typs ist. Bez. des Begriffs ,,frei 

(gebunden) an einer Stelle von a“. vgl. die in FuBnote *4) zitierte ArbeitI A 5. 

; *4) Die Hinsetzungsregel wird dadurch tiberflissig, daB wir alle méglichen 

cee bereits in den Axiomen selbst vorgenommen haben (analog bei 
.v. Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr. 26, 1927). 


Uber formal unenischeidbare S&tze der Principia Mathematica etc. 179 


SOO aco t Aled ree 8 | 
oF a 8 ers ao) ge ne 1D 
ow" 


” 


ferner den Variablen n-ten Typs die Zahlen der Form p” (wo p 
eine Primzahl > 13 ist). Dadurch entspricht jeder endlichen Reihe 
von Grundzeichen (also auch jeder Formel) in eineindeutiger Weise 
eine endliche Reihe natiirlicher Zahlen. Die endlichen Reihen natiir- 
licher Zahlen bilden wir nun (wieder eineindeutig) auf natiirliche 
Zahlen ab, indem wir der Reihe »,, ”,,..., die Zah] 2". 3"... ,"* 
entsprechen lassen, wo p, die k-te Primzahl (der GréSe nach) be- 
deutet. Dadurch ist nicht nur jedem Grundzeichen, sondern auch 
jeder endlichen Reihe von solchen in eineindeutiger Weise eine 
natiirliche Zahl zngeordnet. Die dem Grundzeichen (bzw. .der_Grund- 


zeichenreihe) a zugeordnete Zahl bezeichnen wir mit ® (a). Sei nun 
irgend eine Klasse oder Relation R (a,, a... . Gn) zwischen Grund- 
zeichen oder Reihen von solchen gegeben. Wir ordnen ihr diejenige 
Klasse (Relation) R’ (v,, #,...#,) zwischen natiirlichen Zahlen zu, . 
welche dann und nur dann zwischen 2,, wz»... a» besteht, wenn. 
es solche a,, d,...é» gibt, daB 2;= (a) G=1, 2,... m) und 
RB (a, a, ... G) gilt. Diejenigen Klassen und Relationen natiirlicher ‘ 
Zahlen, welche auf diese Weise den. bisher definierten metamathema- 
tischen Begriffen, z. B. , Variable“, ,Formel‘, ,Satzformel“, , Axiom“, 
,beweisbare Formel* usw. zugeordnet sind, bezeichnen wir mit 
denselben Worten in Kursivschrift. Der Satz, dafi es im System P 
unentscheidbare Probleme gibt, lautet z. B. folgendermafen: Es gibt | 
Satzformeln a, so dab weder a noch die Negation von a beweis- 
bare Formeln sind. 

Wir schalten nun eine Zwischenbetrachtung ein, die mit dem } 
formalen System P vorderhand nichts zu tun hat, und geben zuniichst 
folgende Definition: Eine zahlentheoretische F unktion 25) © (01, %y...2n) 
heigt rekursiv definiert aus den zahlentheoretischen Funktionen 
U (ay, @y 22. Lp—a) UN p. (47, Zy ... Xn41), Wenn fiir alle x... an, h2°) 
folgendes gilt: 


ee (0; 2 5g) SY Geren Hy) @) 
: pie T, te ac Ca) He ey OG Hes Ga) Ba ne Bae 


Kine zahlentheoretische Funktion 9 heift rekursiv, wenn es 
eine endliche Reihe von zablentheor. Funktionen 9,, 92... Qn gibt, welche 


mit © endet und die Eigenschaft hat, dab jede Funktion o, der Reihe 
entweder aus zwei der vorhergehenden rekursiv definiert ist oder 


**) D. h. ihr Definitionsbereich ist die Klasse der nicht negativen ganzen 
Zablen (bzw. der n-tupel von solchen) und ihre Werte sind nicht negative ganze 
Zahlen. 

6) Kleine lateinische Buchstaben (ev. mit Indizes) sind im folgenden 
immer Variable fiir nicht negative ganze Zahlen (falls nicht ausdriicklich das 
Gegenteil bemerkt ist). 
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aus irgend welchen der vorhergehenden durch Einsetzung entsteht?7) 
oder schlieflich eine Konstante oder die Nachfolgerfunktion «+ 1 
ist. Die Lange der ktirzesten Reihe von 9;, welche zu einer 
rekursiven Funktion 9 gehért, heift ihre Stufe. Eine Relation 
zwischen natiirlichen Zahlen FR (x, ...a,) heift rekursiv 8), wenn es 
eine rekursive Funktion 9 (a, ... @) gibt, so daB fiir alle x, 7... an 


RB (ay... &n) oo [9 (@% «.. Pn) = 0]?%). 
Es gelten folgende Siitze: 


1. Jede aus rekursiven Funktionen (Relationen) durch 
Kinsetzung rekursiver Funktionen an Stelle der Variablen 
eutstehende Funktion (Relation) ist rekursiv; ebenso jede 
Funktion, die-aus rekursiven Funktionen durch rekursive 
Definition nach dem Schema (2) entsteht. 


ab Wenn Ff und S rekursive Relationen sind, dann 
auch oR Ry S (daher auch R&S). 


UL Wenn die Funktionen 9 (r), ¢ (y) rekursiv sind, dann 
auch die Relation: o(x) = ¥(y)*). 

IV, Wenn die Funktion o(y) und die Relation R(x, y) 
rekursiv sind, dann auch die Relationen S,T7 


S@,y)~w (Ea) [eS oe) &k@,y)| 
T(t, 9) @) |S olt)—> RE,» 
sowie die Funktion ¥ 


Y(t,)) = ea [2 SoQH&Rw,y), 
wobei <x F(x) bedeutet: Die kleinste Zahl x, fiir welche F(x) gilt 
und 0, falls es keine solehe Zahl gibt. 


Satz I folgt unmittelbar aus der Definition von ,rekursiv‘. 
Satz Il und III beruhen darauf, daB die den logischen Begriffen 
—,\/, = entsprechenden zahlentheoretischen Funktionen 


~ y = 
a(x), (ey), yy) 
nimlich: 


#(0)=1; «@)=0 fir «+0 
8 (0,x) = B(w,0)= 0; 8 (w,y)=1, wenn zy beide = 0 sind 


27) Genauer: durch Hinsetzung gewisser der vorhergehenden Funktionen 
an die Leerstellen einer der vorhergehenden, z. B. o%(x,, &,) == 9p [%q(a4; Lq), Or (4%) | 
(p, g, 7 << k). Nicht alle Variable der linken Seite miissen auch rechts vorkommen 
(ebenso im Rekursionsschema (2)). 

8) Klassen rechnen wir mit zu den Relationen (einstellige Relationen). 
Rekursive Relationen R haben natitrlich die Eigenschaft, daS man fiir jedes 
spezielle Zahlen-n-tupel entscheiden kann, ob # (x,...an) gilt oder nicht. 

9) Fur alle inhaltlichen (insbes. auch die metamathematischen) Uberlegungen 
wird die Hilbertsche Symbolik verwendet. Vgl. Hilbert-Ackermann, Grund- 
ziige der theoretischen Logik, Berlin 1928. 

5°) Wir verwenden deutsche Buchstaben yx, ) als abkiirzende Bezeichnung 
fir beliebige Variablen-v-tupel, z. B. x, x... an. 


Uber formal unentscheidbare Satze der. Principia Mathematica ete. 181 
of (a, y) = 0, wenn = Ys 7, Y) = F wenn au a ¥ 


rekursiv sind, wie man sich leicht iiberzeugen kann. Der Beweis 
fiir Satz IV ist kurz der folgende: Nach der Voraussetzung gibt es 
ein rekursives p (w,), so dab: 
R(@,y)~o[e@,y) =O. 
Wir definieren nun nach dem Rekursionsschema (2) eine 
Funktion x (x,y) folgendermafen: 


x (0,9) =0 
XZ(m+1,9) = (+1).a+yx (m, 9). « (@) 51) 


wobei a=«[z(p (0, 9))] -~[p@+1,y)] . « [x (@, 9}. 

y(n+1,y) ist daher entweder =”-+ 1 (wenn a=1) oder = 
=7(",)) (wenn a = 0)5?), Der erste Fall tritt offenbar dann und 
nur dann ein, wenn simtliche Faktoren von a 1 sind, d. h. wenn gilt: 


RO, y) & Rw +1, 9) & lym, 9) =O}, 


Daraus folgt, daS die Funktion y(n,) (als Funktion von x» 
betrachtet) 0 bleibt bis zum kleinsten Wert von x, fiir den R (», y) 
gilt, und von da ab gleich diesem Wert ist (falls schon F (0, y) gilt, 
ist dem entsprechend y(n, )) konstant und =0). Demnach gilt: 


v(x, 9) =x @@), ») 
S(t, © Rid, 9), 9] 


Die Relation 7 Jaft sich durch Negation auf einen zu S analogen 
Fall zuriickfiihren, womit Satz IV bewiesen ist. 

Die Funktionen x+y, x.y, w, ferner die Relationen x < y, 
x= y sind, wie man sich leicht iiberzeugt, rekursiv und wir defi- 
nieren nun, von diesen Begriffen ausgehend, eine Reihe von Fank- 
tionen (Relationen) 1—45, deren jede aus den vorhergehenden mittels 
der in den Satzen I bis IV genannten Verfahren definiert ist. Dabei 
sind meistens mehrere der nach Satz I bis IV erlaubten Definitions- 
schritte in einen zusammengefabt. Jede der Funktionen (Relationen) 
1—45, unter denen z. B. die Begriffe »ormel*, , Axiom“, ,unmittel- 
bare Folge“ vorkommen, ist daher rekursiv. 


31) Wir setzen als bekannt voraus, daB die Funktionen x-}+ y (Addition), 
x.y (Multiplikation) rekursiv sind. : 


32) Andere Werte als 0 und 1 kann a, wie aus der Definition fiir « er- 
sichtlich ist, nicht annehmen. 
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1. a/y = (Ee) [ee kae=y.2z]*) 

x ist teilbar durch y *4). 

2. Prim (#) = (FA [eSakhe+t 1&2 sak «/e]kae>1 

x ist Primzahl. 

3.0Pra=0 

(n+1) Pra Z=cy [ye & Prim (y) &a/yk&y > n Pre] 

n Pr x ist die n-te (der Gréfe nach) in z enthaltene Primzahl 54*). 


4. 0!=1 
(n+ 1)!=(+1).n! 
5. Pr (0) =0 


Pr (w+ 1)SeylyS(Pr(m)}!+1& Prim (y) & y > Pr (n)| 
Pr(m) ist die n-te Primzahl (der Gréfe nach). 


6. 0 Gla = cy l[ySakal(nPray & a(n Pra] 
nGla« ist das n-te Glied der der Zahl x zugeordneten Zahlen- 
reihe (fiir > 0 und » nicht gréfer als die Lange dieser Reihe). 


: L(x) =eey lySvkyPre«>0&(y¥+1) Pre=0| 
l(a) ist die Lange der x zugeordneten Zahlenreihe. 


8. xy Sez {2S [Pr(l(@t+ly)prs 
(n) [nSl (a) > nGle=nGlal& . 
(n) [0 <ul (y) —> (n +1 (x)) Glz=n Gly} 
ax y entspricht der Operation des ,,Aneinanderfiigens* zweier 
endlicher Zahlenreihen. 


ss R (a) = 2? 
R (x) entspricht der nur aus der Zahl x bestehenden Zahlenreihe 
(fiir « > 0). 
10. HE (x) = RF (11) «a x RB (18) 
(a) entspricht der Operation des ,Kinklammerns* [11 und 
13 sind den Grundzeichen ,(“ und ,,)“ zugeordnet]. 


ll. n Var v = (£2) (13 << 2X2 & Prim (2) && = a"] En+0 
x ist eine Variable n-ten Typs. 


12. Var (2) = (En) [na & nVar a] 
x ist eine Variable. 


13. Neg («) = R (6) x E (2) 
Neg (a) ist die Negation von x.- 


33) Das Zeichen = wird im Sinne von ,Definitionsgleichheit* verwendet, 
vertritt also bei Definitionen entweder = oder ~ (im thbrigen ist die Symbolik 
die Hilbertsche). 

34) Uberall, wo in den folgenden Definitionen eines der Zeichen (a), (Fx), 
sx auftritt, ist es von einer Abschatzung fiir « gefolgt. Diese Abschatzung dient 
lediglich dazu, um die rekursive Natur des definierten Begriffs (vg]. Satz IV) zu 
sichern. Dagegen wiirde sich der Umfang der definierten Begriffe durch Weg- 
lassung. dieser Abschatzung meistens nicht andern. 

34a) Fir O<n<z, wenn z die Anzahl der verschiedenen in # aufgehen- 
den Primzahlen ist. Man beachte, daS fir n=2z+1 n#Prax=0 ist! 


Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica ete. 183 


14. « Dis y= E(x) « R(D x EY) 
x Dis y ist die Disjunktion aus x und y. 


15. « Gen y= R(x) x RY Ely) 
x Gen y ist die Generalisation von y mittels der. Variablen x 
(vorausgesetzt, dai x eine Variable ist). 


16.0Net=« 

(n+1)N&@=RB)«enNex 

nNz«x entspricht der Operation: ,n-maliges Vorsetzen des 
Zeichens ,f‘ vor x‘. 

17. Z(n) =n N[R(Q)] 

Z (n) ist das Zahlzeichen fiir die Zahl n. 


18. Typ,’ (x) = (Em, n) (m, nSax & [m=1V 1 Var m] 
&a=nN [R (m)]} 34) 
x ist Zeichen ersten Typs. 


19. Typa (2) =[n=1KTypy Vin >1& 
(£ 2) op SeknVaro&e=R(o)}] 
a ist Zeichen n-ten Typs. , 


20. Elf (x) == (Hy, 2, ) ly, 2,0 S @ & Typn (y) 
TyPrti @) &a = 2x Ey) 
x ist Elementarformel. 
21. Op (wy 2) =a=Neg ly) Va=y DiseV 
(Ev) [vo Sa & Var (v) & e = 0 Gen y] 


22, FR (#) = (n) {0 <n Sl (a) —> Elf (nG@l2)V 

Sie en [0<p,q<n& Op (nG@la, Peleg Ghz) 

x ist eine Reihe von Formeln, deren jede entweder Elementar- 

Jormel ist oder aus den vorhergehenden durch die Operationen der 
Negation, Disjunktion, Generalisation hervorgeht. 


28. Form (e) $3 (En) (n= (Pr [1 (@)) = 07 
& FR (n) & a =[1 (n)| GZ n} 39) 
x ist Formel (d. h. letztes Glied einer Formelreihe n). 


24. v Geb n, x = Var (v) & Form (#) & 

(Ea, b,c) (a, b, eS a@ & =a (vGen db) xe 

& Form ®&L (a) + l= nSl1(a)+1(v Gen d)] 
Die Variable v ist in an n-ter Stelle gebunden. 


4) m,n <= @ steht fir: m< v7 &n< «a (ebenso fiir mehr als 2 Variable). 
35) Die Abschitzung n < (Pr [1 («)?])@!@ erkennt man etwa so: Die 
Lange der kirzesten zu x gehérigen Formelreihe kann héchstens gleich der 
Anzahl der Teilformeln von x sein, Es gibt aber héchstens J (x) Teilformeln 
der Linge 1, héchstens 7 (~)—1 der Linge 2 usw., im ganzen also. héchstens. 


L@) LOA pops 


als Pr {[L@}} angenommen werden, ihre Anzahl </ (a)? und ihre Exponenien 
(welche Teilformeln von # sind) <= x, 


Die Primzahlen aus » kénnen also sdmtlich kleiner 
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25. o Fr n, v= Var (ve) & Form (x) &v =nGle& 
n<1(a)&v Geb n, x 
Die Variable v ist in x an n-ter Stelle frei. 
26.0Fre= = (En) [nSU (0) & oF rn, a] 
» kommt in « als freié Variable vor. 
27. Sux (7) =e2(eS[Pr(l(a) + ly) & [(Eu, 0) uoSck& 
e=uxR(nGle v&zesusyxv&n=1 (uw) + I)} 
Sux (*) entsteht aus 2, wenn man an Stelle des n-ten Gliedes 
von # y einsetzt (vorausgesetzt, dab 0 << nS1(z)). 


28.0 Sto,e=cen(nSl@)&voFrn, x 
& (Ep) [n <p S/ (2) &o Fr p, «)} 
A+1) Sto,csentn<kStockoFrn« 
& (Ep) |n<p<k Stv,«&vFr p, x}} 
k Stv,« ist die & + 1-te Stelle in « (vom Ende der Formel x 
an gezihlt), an der v in w frei ist (und 0, falls es keine solche 
Stelle gibt). 


29. A (v, v) Sen (nl (a) &nS8tv,cx=0} 
A (v, «) ist die Anzahl der Stellen, an denen v in w frei ist. 


30. Sb, (a?) =a 
Sbusa (@ y) = Su[Sh (wy) C*y”) 


31. Sb (w?) = Sba w, » (x }) *) 
Sb (« $) ist der oben definierte Begriff Subst a (5) 87). 


32. a Imp y = (Neg (#)] Dis y 
x Con y = Neg {[Neg (i Dis [Neg (y)]} 
z Aeq y = (a Imp y) Con (y Imp 2) 
vo Ex y =Neg {v Gen [Neg (y)]} 


33. n The Sey (ySve™ & (hk) [kS1 (e) -> 
(kGlasi13&kGly=kGla)V 
(kKGla>18&kGly=kGle.[1PrkGiaz)|"] 

nTh«x ist die n-te Typenerhéhung von « (falls « und nTh w 
Formein sind). 

Den Axiomen I, 1 bis 3 entsprechen drei pavtiiniats Zahlen, 
die wir mit 2,, 22, 23 "pezeichnen, und wir definieren: 


34, Z-Aax (x) = (w@=2, Vxr=e, V w= 2s) 


38) Falls v keine Variable oder « keine Formel ist, ist Sb (# a = 2, 
37) Statt Sb [sb (« ‘) | schreiben wir: Sb (2 ‘ :) (analog fiir mehr als 


z 
zwei Variable). 
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35. A,-Ax (x) = (Fy) |y Se & Form (y) & 
« =(y Dis y) Imp y] 
z ist eine durch Einsetzung in das Axiomenschema II, 1 ent- 
stehende Formel. Analog werden A,-Aa, A,- Ax, Ay- Ax entspre- 
chend den Axiomen II, 2 bis 4 definiert. 


36. A-Azx (x) = A,-Ax (x) V A,-Azx (a) V A,-Ax (x2) V 
V A,-Ax (x) 
z ist eine durch Einsetzung in ein Aussagenaxiom paieteeuee 
Formed. 


37. Q (2, y, v) = (En, m, wv) [pSlQemSl@)&uszé 
w—m G12 &w Geb n, y&oFrn, y| 


z enthalt keine Variable, die in y an einer Stelle gebunden ist, 
an der v frei ist.:%; 


38. L,-Ax (x) = (K», y, 2, ) {o, y, 2,n Saku Varv& 
Typ» (2) & Form (y) & Q (2, y, v) & 
« = (v Gen y) Imp [Sd (y ;)]} 
x ist eine aus dem Axiomenschema III, 1 durch Hinsetzung 
entstehende Formel. 


39. L,-Aax (x) =(E2,¢q, p) {v,¢, px & Var (v) & Form (p) 
&o Fr p & Form (q) & 
x = [v Gen (p Dis ¢)| Imp [p Dis (v Gen q)]} 
x ist eine aus dem Axiomenschema III, 2 durch Einsetzung 
entstehende Formel. 


40. R-Aax (x) = (Fu, », y, 2) [u, 0,Y,nSa&nVarv& 
(n+1) Varu&uFry & Form (y) & 
x=u Ex {vGen [[R (uv) « E(B (v))| Aeqg y] }] 
a ist eine aus dem Axiomenschema IV, 1 durch Einsetzung ent- 
stehende Formel. 


Dem Axiom V,1 entspricht eine bestimmte Zahl z, und wir 
definieren: 


41. M-Aw (a) = (En) [nSch&ec=nTh wu. 


42. Ax (2) = Z-Axu(e)V A-Ax (a) V L,-Azx (2)- 
V L,-Ax (e) VV R-Ax (2) V M-Azx (a) 
z ist ein Axiom. 


43. Fl (vy 2) =y=2Impz2V 
(Ev) [vp S2& Var (0) Ke =v Gen y| 
« ist unmittelbare Folge aus y und z. 
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44. Bw (ae) =(n) (0 << nSl(@)—-> Az (nGlayV 
(E a aaa EG he eal) 


x ist eine Beweisfigur (eine endliche Folge von Formeln, deren 
jede entweder Axiom oder unmittelbare Folge aus zwei der vorher- 
gehenden ist). 


45. « By = Bw (2).& (I (2)| lazy 
x ist ein Beweis fiir die Formel y. 


46. Bew (a) = (Fy) y Bu 

x ist eine beweishare Formel. [Bew (x) ist der einzige unter 
den Begriffen 1—46, von dem nicht behauptet werden kann, er sei 
rekursiv. | 


Die Tatsache, die man vage so formulieren kann: Jede rekur- 
sive Relation ist innerhalb des Systems P (dieses inhaltlich gedeutet) 
definierbar, wird, ohne auf eine inhaltliche Deutung der Formeln 
aus P Bezug zu ‘nehmen, durch folgenden Satz exakt ausgedriickt: 


Satz V: Zu jeder rekursiven Relation R (x...) gibt 
es ein ”- ee: Relationszeichen r (mit den freien Variablen 8) 
Uy, Uy... Un), 80 dab fiir alle Zahlen-n-tupel (a, ...2,) gilt: 


R (ay: . . %) —> Bew [ss (, ene Fe) | (3) 
B (a... a) —> Bew [Neg so (r¥ pay Fe) | (4) 


Wir begniigen uns hier damit, den Beweis dieses Satzes, da 
er keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet und ziemlich umstiindlich 
ist, in Umrissen anzudeuten**). Wir beweisen den Satz fir alle 
Relationen 2 (aw, ... @n) der Form: 2, = 0 (a ... an) 4°) (wo 9 
eine rekursive Funktion ist) und wenden vollstindige Induktion nach 
der Stufe von o an. Fiir Funktionen erster Stufe (d.h. Konstante 
und die Funktion 2 + 1) ist der Satz trivial. Habe also 9 die m-te Stufe. 
Es entsteht aus Funktionen niedrigerer Stufe 9, ... 9, dureh die Ope- 
rationen der Einsetzung oder der rekursiven Definition. Da fiir 0, . . 
nach induktiver Annahme bereits alles bewiesen ist, gibt es zugehérige 
Relationszeichen r, ...71, 80 dab (3), (4) gilt. Die Definitionsprozesse, 
durch die 9 aus Oy ... 0, entsteht (Einsetzung und rekursive Defini- 
tion), kénnen siimtlich im System P formal nachgebildet werden: Tut 


; 38) Die Variablen u, ... Un koénnen willkirlich vorgegeben werden. Es gibt 
z. B. immer ein r mit den freien Variablen 17, 19, 23... usw., fiir welches (8) 
und (4) gilt. 

39) Satz V beruht natiirlich darauf, daB bei einer rekursiven Relation R 
fiir jedes »-tupel von Zahlen aus den Axiomen des Systems P entscheidbar 
ist, ob die Relation R besteht oder nicht. 

4°) Daraus folgt sofort seine Geltang fir jede rekursive Relation, da eine 
solche gleichbedeutend ist mit O=¢ (@,...2n), wo 9 rekursiv ist. 
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man dies, so erhalt man aus7,...7;, ein neues Relationszeichen r*1), 
fiir welches man die Geltung von (3), (4) unter Verwendung der 
induktiven Annahme ohne Schwierigkeit beweisen kann, Ein Rela- 
tionszeichen r, welches auf diesem Wege einer rekursiven’ Relation 
zugeordnet ist 42), soll rekursiv hei®en. . 

Wir kommen nun ans Ziel unserer Ausfiihrungen. Sei « eine 
beliebige Klasse von Formein. Wir bezeichnen mit Flg (x) (Folge- 
rungsmenge von z) die kleinste Menge von Formeln, die alle Formeln 
aus x und alle Axiome enthilt und gegen die Relation ,,wnmittelbare 
Folge“ abgeschlossen ist. x hei®t w-widerspruchsfrei, wenn es kein 
Klassenzeichen a gibt, so dab: 


(n) [ s2 (a Aw) ¢ Fig Ol & [Nee (» Gen a): Fle (x) 
wobei » die freie Variable des Klassenzeichens a ist. 


Jedes w-widerspruchsfreie System ist selbstverstindlich, auch 
widerspruchsfrei. Es gilt aber, wie spater gezeigt werden wird, nicht 
das Umgekehrte. 


Das .allgemeine Resultat iiber die Existenz unentscheidbarer 
Sitze lautet: 


Satz VI: Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven 
Klasse x von Formeln gibt es rekursive Klassenzeichen r, so 
daB weder » Gen r noch Neg (v Genr) zu Fig (x) gehort (wobei v 
die freie Variable aus r ist). 


Beweis: Sei eine beliebige rekursive -widerspruchsfreie Klasse 
von Formeln. Wir definieren: 


Bu, (2)=3(n) [n <1 (2) -> Ae (n Gla) V (vn G@lajexV (6) 
(Ep, ) (0<p,¢<n& Fl (n Gl a, p Gla, q Glaz)}] & l(e)>0 
{vgl. den analogen Begriff 44) 
| 2 Biys= Bu, (2) &[1(@)] Gle=y (6) 
Bew , (2) = (Ey) y Bw (6-1) 


({vgl. die analogen Begriffe 45, 46). 
Es gilt offenbar: 
(x) [Bew, (2) ~ we Fig (x)] (7) 
(a) [Bew (x) —> Bew,, (x)] (8) 
41) Bei der genauen Durchfihrung dieses Beweises wird natiirlich » nicht 
auf dem Umweg iber die inhaltliche Deutung, sondern durch seine rein formale 


Beschaffenheit ‘definiert. 
42) Welches also, inhaltlich gedeutet, das Bestehen dieser Relation ausdrickt, 
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Nun definieren wir die Relation: 
19 
O(a, y)=0 B, | se (y Zu) | (8-1) 
Da x«B,y [nach (6), (5)] und Sd (vx) (nach Def. 17, 31) 


rekursiv sind, so auch @ (wy). Nach Satz V und (8) gibt es also ein 
Relationszeichen q (mit den freien Variablen 17, 19), so da® gilt: 


Be 82 (yz) [> Bem [8240 zy) | o 

2. [80 (vig) ]-¥ Heme [Nee $4(2Z(0) Zey)] 00” 
Wir setzen: 

p=17 Gen g (11) 


(p ist ein Klassenzeichen mit der freien Variablen 19) und 


r= 80 (ign) sia 


(r ist ein rekursives Klassenzeichen mit der freien Variablen 1743). 
Dann gilt: 


Sb (7, |= 80 ([17 Gen g] 11, 1) =17 Gen 81 (7 71,9) (18) 


= 17 Gen r #4) 
[wegen (11) und (12)) ferner: 
17 «19 
80 (1Z.@ 20) = 5("Z10) a 


[nach (12)]. Setzt man nun in (9) und (10) p fiir y ein, so entsteht 
unter Beriicksichtigung von (13) und (14): 


“2B, (17 Gen 7) —> Bew, [ (77 te | (15) 
x B, (17 Gen r) —> Bew, [Nee Sb (- Ze) | (16) 


45) y entsteht ja aus dem rekursiven Relationszeichen gq durch Ersetzen 
einer Variablen durch eine bestimmte Zahl (7). 

44) Die Operationen Gen, Sd sind natirlich immer vertauschbar, falls sie 
sich auf verschiedene Variable beziehen. 
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Daraus ergibt sich: 


1. 17 Gen r ist nicht x-beweisbar4®). Denn wire dies der Fall, 
so gabe es (nach 61) ein », so daf » B, (17 Gen r). Nach (16) 


gilte also: Bew,, [ Nee 8 2(r alk wiihrend andererseits aus der 


x-Beweisbarkeit von 17 Gen r auch die von Sd (, folgt. » wire 


17 ) 
Z(n) 
also widerspruchsvoll (umsomehr -widerspruchsvoll). 


2. Neg (17 Gen r) ist nicht x-beweisbar. Beweis: Wie eben be- 
wiesen wurde, ist 17 Gen r nicht x-beweisbar, d. h. (nach 6°1) es 


gilt (n)n B, (17 Gen n). Daraus folgt nach (15) (x) Bow,| 8 b (- wall 


was zusammen mit Bew,, [Neg (17 Gen r)] gegen die w-Widerspruchs- 
freiheit von x verstoBen wiirde. 


17 Gen r ist also aus x unentscheidbar, womit Satz VI be- 
wiesen ist. 


Man kann sich leicht tiberzeugen, daB der eben gefiihrte 
Beweis konstruktiv ist45*), d.h. es ist intuitionistisch einwandfrei 
folgendes bewiesen: Sei eine beliebige rekursiv definierte Klasse x 
von Formeln vorgelegt. Wenn dann eine formale Entscheidung (aus x) 
fiir die (effektiv aufweisbare) Satz/ormel 17 Gen r vorgelegt ist, so 
kann man effektiv angeben: 2%’ 


1. Einen Beweis fiir Neg (17 Gen r). 


2. Fiir jedes beliebige m einen Beweis fiir Sb (, } d.h eine 


17 
Z(n) 
formale Entscheidung von 17 Gen r wiirde die effektive Aufweisbarkeit 
eines -Widerspruches zur Folge haben. 


Wir wollen eine Relation (Klasse) zwischen natiirlichen Zahlen 
R (a... &) entscheidungsdefinit nennen, wenn es ein n-stelliges 
Relationszeichen r° gibt, so daB (3) und (4) (vgl. Satz V) gilt. 
Insbesondere ist also nach Satz V jede rekursive Relation ent- 
scheidungsdefinit. Analog soll ein Relationszeichen entscheidungs- 
definit heiBen, wenn es auf diese Weise einer entscheidungsdefiniten 
Relation zugeordnet ist. Es geniigt nun fiir die Existenz unentscheid- 
barer Sitze, von der Klasse x vorauszusetzen, dai sie w-widerspruchs- 
frei und entscheidungsdefinit ist. Denn die Entscheidungsdefinitheit 
tibertriigt sich von x auf «B, y (vgl. (5), (6)) und auf Q (a, y) (vel. 


*°) x ist x-beweisbar, soll bedeuten: #< Flg («), was nach (7) dasselbe besagt 
wie: Bewy (a). 

#2) Denn alle im Beweise vorkommenden Existentialbehauptungen beruhen 
auf Satz V, der, wie leicht zu sehen, intuitionistisch einwandfrei ist. 
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(8°1)) und nur dies wurde in obigem Beweise verwendet. Der un- 
entscheidbare Satz hat in diesem Fall die Gestalt » Gen, wo r ein 
entscheidungsdefinites Klassenzeichen ist (es geniigt iibrigens sogar, 
dai x in dem durch x erweiterten System entscheidungsdefinit ist). 

Setzt man von « statt o-Widerspruchsfreiheit, blo® Wider- 
spruchsfreiheit voraus, so folgt zwar nicht die Existenz eines unent- 
scheidbaren Satzes, wohl aber die Existenz einer Eigenschaft (r), 
fiir die weder ein Gegenbeispiel aigebbar, noch beweisbar ist, dak 
sie allen Zahlen zukommt. Denn zum Beweise, dab 17 Gen r ‘nicht 
z-beweisbar ist, wurde nur die Widerspruchsfreiheit von % verwendet 


(vgl.S.189) und aus Bew,, (17 Gen r) folgt nach ee dak fiir jede Zahl x 


17 
Sir) Ae)? A(e) 


Adjungiert man Neg(17Genr) zu x, so erhilt man eine 
widerspruchsfreie aber nicht w-widerspruchsfreie Formelklasse x’. x’ 
ist widerspruchsfrei, denn sonst wire 17 Gen r x-beweisbar. x’ ist 


aber nicht «w-widerspruchsfrei, denn wegen Bew, (17 Gen r) und 


; 17 
(15) gilt: (7) Bew,, Sd (, Te) 
und anderseits gilt natiirlich: Bew, [Neg (17 Gen 7)]) 4°). 

Ein Spezialfall von Satz VI ist der, da® die Klasse x aus end- 
lich vielen Formeln (und ev. den daraus durch Typenerhihung ent- 
stehenden) besteht. Jede endliche Klasse « ist natiirlich rekursiv. Sei 
a die gréfite in x enthaltene Zahl. Dann gilt in diesem Fall fiir x: 


a folglich fiir keine Zahl Neg Sb (ry x-beweisbar ist. 


: 17 
umsomehr also: (x) Bew,, Sd (- Tel 


eexrm (mn) [msec k&nSaknex&e=mThn) 


x ist also rekursiv. Das erlaubt z. B. zu schlieBen, daB auch 
mit Hilfe des Auswahlaxioms (fiir alle Typen) oder der verall- 
gemeinerten Kontinuumhypothese nicht alle Sitze entscheidbar sind, 
vorausgesetzt, dai diese Hypothesen w-widerspruchsfrei sind... 

Beim Beweise von Satz VI wurden keine anderen Eigenschaften 
des Systems P verwendet als die folgenden: 

1. Die Klasse der Axiome und die SchlnBregeln (d. h. die Rela- 
tion ,,unmittelbare Folge“) sind rekursiv. definierbar (sobald man die 
Grundzeichen in irgend einer Weise durch natiirliche Zahlen ersetzt). 

2. Jede rekursive Relation ist innerhalb des Systems P defi- 
nierbar (im Sinn von Satz V). 

Daher gibt es in jedem formalen System, das den Voraus- 
setzungen 1, 2 geniigt und w-widerspruchsfrei ist, unentscheidbare 
Satze der Form (x) F(x), wo # eine rekursiv definierte Eigenschaft 
natiirlicher Zahlen ist, und ebenso in jeder Erweiterung eines solchen 


48) Die Existenz widerspruchsfreier und nicht w-widerspruchsfreier x ist 
damit natiirlich nur unter der Voraussetzung bewiesen, dab es tiberhaupt wider- 
spruchsfreie « gibt (d. h. daB P widerspruchsfrei ist). 
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Systems durch eine rekursiv definierbare «-widerspruchsfreie Klasse 
von Axiomen. Zu den Systemen, welche die Voraussetzungen 1, 2 erfiillen, 
gehéren, wie man leicht bestitigen kann, das Zermelo-Fraenkelsche 
und das v.Neumannsche Axiomensystem-der Mengenlehre*’), ferner 
das Axiomensystem der Zahlentheorie, welches ans den Peanoschen 
Axiomen, der rekursiven Definition [nach Schema (2)| und den logischen 
Regeln besteht*s). Die Voraussetzung 1. erfiillt tiberhaupt jedes System, 
dessen SchluSregeln die gewéhulichen sind und dessen Axiome (analog 
wie in P) durch Kinsetzung aus endlich vielen Schemata entstehen4**). 


3. 


Wir ziehen nun aus Satz VI weitere Folgerungen und geben 
zu diesem Zweck folgende Definition: 

Kine Relation (Klasse) heibt arithmetisch, wenn sie sich allein 
mittels der Begriffe +, . [Addition und Multiplikation, bezogen auf 
natiirliche Zahlen4*)| und den logischen Konstanten V, —, (x), = 
definieren lift, wobei (x) und = sich nur auf natiirliche Zahlen 
beziehen diirfen®°). Entsprechend wird der Begriff ,,arithmetischer 
Satz“ definiert. Insbesondere sind z. B. die Relationen ,gréBer“ und. 
»kongruent nach einem Modul‘ arithmetisch, denn es gilt: , 


e>ynrw(Hz) [y= a +e} 
wv =y (mod 2) w(E2) |e=y+2.nVy=a+e2.n] 


Es gilt der 
Satz VII: Jede rekursive Relation ist arithmetisch. 


Wir beweisen den Satz in der Gestalt: Jede Relation der Form 
Ly = 9 (4; ... %n), Wo  rekursiy ist, ist arithmetisch, und wenden 
volistindige Induktion nach der Stufe von 9 an. 9 habe die s-te 
Stufe (s>1). Dann gilt entweder: 


47) Der Beweis von Voraussetzung 1. gestaltet sich hier sogar einfacher als 
im Falle des Systems P, da es nur eine Art von Grundvariablen gibt (bzw. zwei 
bei J. v. Neumann). : 

*8) Vgl. Problem III in D. Hilberts Vortrag: Probleme der Grundlegung 
der Mathematik. Math. Ann. 102. 

#9) Der wahre Grund fiir die Unvollstandigkeit, welche allen formalen 
Systemen der Mathematik anhaftet, liegt, wie im IJ. Teil dieser Abhandlung 
gezeigt werden wird, darin, da® die Bildung immer héherer Typen sich ins 
Transfinite fortsetzen 148t. (Vgl. D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. 
Ann. 95, 8. 184), wabrend in jedem formalen System héchstens abzdhlbar viele 
vorhanden sind. Man kann namlich zeigen, da8 die hier aufgestellten unent- 
Scheidbaren Sitze durch Adjunktion passender hoherer Typen (z. B. des Typus 
zum System P) immer entscheidbar werden. Analoges gilt auch fir das Axiomen- 
system der Mengenlehre. 

**) Die Null wird hier und im folgenden immer mit zu den nattirlichen 
Zahlen gerechnet. 

- 5°) Das Definiens eines solchen Begriffes muB sich also allein mittels der 
angefthrten Zeichen, Variablen fir natirliche Zablen a, y,... und den. Zeichen 
0,1 aufbauen (Funktions- und Mengenvariable dirfen nicht vorkommen). (In den 
Prafixen darf statt 2 natiirlich auch jede andere Zahlvariable stehen.) 
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LOR i ee) ee hh. Cee ee), is oo Xow (aps <isy) |) 
(wo e und simtliche y, kleinere Stufe haben als s) oder: 


BOs Wei ee) HT yee) 
p(k+1, &...%») = p [h, > (h, ty... Wn)y Be... Sul 


(wo v, pv. niedrigere Stufe als s haben). 
Im ersten Falle gilt: 


Lo = (4... tn) O(HY, ~~. Ym) [B (Ho Y--. Ym) & 
GS Vig Cpe 2 Wn) Ges & Sa Gay ives ee) |, 


wo & bzw. S; die nach induktiver Annahme existierenden mit 
Ly = 0 (Yr +. Ym) baw. Y= 7 (#2... %n) Aquivalenten arithmetischen 
Relationen ‘sind. Daher ist = 9 (#,...%,) in diesem Fall arith- 
metisch. 

Im zweiten Fall wenden wir folgendes Verfahren an: Man kann 
die Relation 2 =9 (#,...2%,) mit Hilfe des Begriffes ,Folge von 
Zahlen* (f)*?) folgendermaBen ausdriicken: 


Lo = 9 (ty... tn) O (ES) (fo =¥ (ay... on) & (K) [hb <-> 
Sct =p (hy Fey La-. . &n)] & 2% = Fa,} 


Wenn S (y, %...%,) baw. T' (2, v,...%41) die nach induktiver 
Annahme existierenden mit y= (a... . Ln) bzw. 2 = pw (@, .: . tn41) 
iquivalenten arithmetische Relationen sind, gilt daher: 


Hy = 9 (@,... Hn) (ES) {8 (fo, ee... En) & (b) [kh <a, —> (17) 
T (Seta, ky Sey He 7 - %m)] & Uy = fo,} 


Nun ersetzen wir den Begriff ,Folge von Zablen* durch ,Paar von 
Zahlen“, indem wir dem Zahlenpaar n, d die Zahlenfolge Je” 
(Fe Os = [nhaety a) zaordnen, wobei [nlp den kleinsten nicht nega- 
tiven Rest von ~ modulo p bedeutet. 

Es gilt dann der 

Hilfssatz 1: Ist f eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen und 
k eine beliebige natiirliche Zahl, so gibt es ein Paar von natiirlichen 
Zahlen »,d, so dab f™ % und J in den ersten & Gliedern uberelne 
stimmen. 


Beweis: Sei / die gré$te der Zahlen &, f,, f.... f:—1. Man 
bestimme n so, dab: 


nm =f; [mod (1 + @+ 1) 1!)] fir i=0,1...4—1 


51) Es brauchen natiirlich nicht alle z,... an in den x, tatsachlich vor- 
zukommen [vgl. das Beispiel in FuBnote *7) |. 

52) f bedeutet hier eine Variable, deren Wertbereich die Folgen natiirl. 
Zahlen sind. Mit fx wird das k+-1-te Glied einer Folge / bezeichnet (mit f, das erste). 
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was miglich ist, da je zwei der Zahlen 1 + (+ 1) 2! ¢=0,1...4—1) 
relativ prim sind. Denn eine in zwei von diesen Zahlen enthaltene 
Primzahl miiSte auch in der Differenz (¢,—7i,) 7! und daher wegen 
lt, —#|< 1 in 7! enthalten sein, was unmdglich ist. Das Zahlen- 
paar v, J! leistet dann das Verlangte. 


Da die Relation «=[m], durch: 
c=ni(mod p)&ae<cp 


definiert und daher ‘arithmetisch ist, so ist auch die foleendermaSen 
definierte Relation P (x, #1... %n): 


P (a)... %y) == (En, d) {8 ([nllass, 2... @n) & (k) [kb <a, > 
T ([nhizacto, & [Mhtaaszn, VM... %n)] & % =([Nhi+a@+n} 


arithmetisch, welche nach (17) und Hilfssatz 1 mit: 2 = (2 ...4n) 
iquivalent ist (es kommt bei der Folge f in (17) nur auf ihren Ver- 
lauf bis zum 2, + 1-ten Glied an). Damit ist Satz VII bewiesen. 


Gemi® Satz VII gibt es zu jedem Problem der Form (x) F(z) 
(F rekursiv) ein iquivalentes arithmetisches Problem und da der 
ganze Beweis von Satz VII sich (fiir jedes spezielle F) innerhalb 
des Systems P formalisieren laBt, ist diese Aquivalenz in P beweis- 
bar. Daher gilt: 


Satz VIII: In jedem der in Satz VI genannten for- 
malen Systemé**) gibt es unentscheidbare arithmetische 
Sitze. 


Dasselbe gilt (nach der Bemerkung auf Seite 190) fiir das 
Axiomensystem der Mengenlehre und dessen Erweiterungen durch 
«-widerspruchsfreie rekursive Klassen yon Axiomen. 


Wir leiten schlieSlich noch folgendes Resultat her: 


Satz.fX: In allen in Satz VI genannten formalen 
SystemenAp gibt es unentscheidbare Probleme des engeren 
Funktionenkalkiils 4) (d. h. Formeln des engeren Funktionen- 
kalkiils, fiir die weder .Allgemeingiiltigkeit noch Existenz - eines 
Gegenbeispiels beweisbar ist) **). 


53) Das sind diejenigen w-widerspruchsfreien Systeme, welche aus P durch 
Hinzufitgung einer rekursiv definierbaren Klasse von Axiomen entstehen. 

5#) Vgl. Hilbert-Ackermann, Grundztige der theoretischen Logik, 

Im System P sind unter Formeln des engeren Funktionenkalkils diejenigen 

zu verstehen, welche aus den Formeln des engeren Funktionenkalkils der PM 
durch die auf 8.176 angedeutete Ersetzung der Relationen durch Klassén hoheren 
Typs entstehen. 
. 55) In meiner Arbeit: Die Vollstandigkeit der Axiome. des logischen 
Funktionenkalkils, Monatsh. f. Math. u. Phys. XXXVII, 2, habe ich gezeigt, da8 
jede Formel des engeren Funktionenkalkils entweder als allgemeingiltig nach- 
weisbar ist oder ein Gegenbeispiel existiert; die Existenz dieses Gegenbeispiels 
ist aber nach Satz IX nicht immer nachweisbar (in den angefiihrten formalen 
Systemen). , 


Monatsh. fir Mathematik und Physik. XXXVIII. Band. 13 
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Dies beruht auf: 

Satz X: Jedes Problem der Form («) F(x) (Ff rekursiv) 
148 sich zurtickfiihren auf die Frage nach der Erfiillbarkeit 
einer Formel des-engeren Funktionenkalkiils (d.h. zu jedem 
rekursiven / kann man eine Formel des engeren Funktionenkalkils 
angeben, deren Erfiillbarkeit mit der Richtigkeit von (w) F(x) aqui- 
valent ist). ; 

Zum engeren Funktionenkalkiil (ec. F.) rechnen wir diejenigen 


Formein, welche sich aus den Grundzeichen: —, \V, (#), =; ay... 
(Individuenvariable) F {x), G (xy), H (a, y, 2)... (Higenschafts- und 
Relationsvariable) aufbauen 5*), wobei (zc) und = sich nur auf Indi- 


viduen bezichen diirfen. Wir fiigen zu diesen Zeichen noch eine 
dritte Art von Variablen 9 (x), )(@y), y (wy 2) ete. hinzu, die Gegen- 
standsfunktionen vertreten (d. bh. 9 (x), U (xy) ete. bezeichnen ein- 
deutige Funktionen, deren Argumente und Werte Individuen sind *”). 
Kine Formel, die aufer den zuerst angeftihrten Zeichen des e. F. 
noch Variable dritter Art (p(w), U(wy)... ete.) enthilt, soll eine 
Formel im weiteren Sinne (i. w. S.) heifen*®s). Die Begriffe _,,erfill- 
bar“, ,allgemeingiiltig“ tibertragen sich ohneweiters auf Formeln 
i.w. S. und es gilt der Satz, daB man zu jeder Formel i. w. S. A eine 
gewohnliche Forme] des e. F..B angeben kann, so daB die Erfiillbarkeit 
von A mit der von B dquivalent ist. B erhilt man aus A, indem man 
die in A vorkommenden Variablen dritter Art 9 (a), ¥ (wy) .. durch 
Ausdriicke der Form: (12) F (zx), Gz)G(ze,vy)... ersetzt, die 
,beschreibenden* Funktionen im Sinne der PM. I * 14 auflést und 
die so erhaltene Formel mit einem Ausdruck logisch multipliziert 5°), 
der besagt, da® simtliche an Stelle der 0, U.. gesetzte F, G@-:. hin- 
sichtlich der ersten Leerstelle genau eindentig sind. 

Wir zeigen nun, dafi es zu jedem Problem der Form (x) F(z) 
(F rekursiv) ein Aquivalentes- betreffend die Erfiillbarkeit einer 
Formel i. w. S. gibt,-woraus nach der eben gemachten Bemerkung 
Satz X folgt. 
Da F rekursiv ist, gibt es eine rekursive Funktion P (x), so 
da8. F (2) ~[® («) = 0|, und fiir ® gibt es eine Reihe von Funk- 
tionen ®,, P,... ®,, so dab: , =P, ®, @)=ax+I1 und fiir jedes 
®, (1 < kn) entweder: 


1. (@, a Lm) [Px (O, vy... Vm) = Pp (ty... Lm)] (18) 
(at, ty... Bm) {Py [P, (@), Le. .» Gm] = Py [w, Py (a, Hy. ¢. Lm), Le... Lm} 
PLa<k 


56) D, Hilbert und W.Ackermann rechnen in dem eben zitierten Buch das 
Zeichen == nicht zum engeren Funktionenkalkil. Es gibt aber zu jeder Formel, 
in der das Zeichen == vorkommt, eine solche ohne dieses Zeichen, die mit der 
urspriinglichen gleichzeitig erfiillbar ist (vgl. die in Fufnote **) zitierte Arbeit). 

51) Und zwar soll der Definitionsbereich immer der ganze Individuen- 
bereich sein. : 

58) Variable dritter Art dirfen dabei an allen Leerstellen fir Individuen-~ 


variable. stehen, z. B.: y==9 (2), F(z, © (y)); G [y (x, 9 (y)), «| -USW. 
59) D.h. die Konjunktion bildet. 
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oder: 
2. (2... 2m) [Pa (Gr - am) = P, (Py, (ty)... Pi, (4s))] 8) (19) 
r<k, n<hk (fiir v=1, 2...) 
oder: .? 
Be Gey ss te) [De Gy xc 2 Sa) =9, (P, ... ®, (0))] (20) 


Ferner bilden wir die Sitze: 


(x) ®, (@) =0 & @y) [P, @=®, Y) —> a=] (21) 
(x) [P, @) = 0] | (22) 


Wir ersetzen nun in allen Formeln (18), (19), (20) (ftir k=2, 
3...) und in (21) (22) die Funktionen ®, durch Funktions-~- 
variable 9,, die Zahl 0 durch eine sonst nicht .vorkommende Indi- 
viduenvariable ~) und bilden die Konjunktion C simtlicher so er- 
haltener Formeln. 


Die Formel (Zz) C hat dann die verlangte Eigenschaft, d. h. 


1. Wenn (x) [P (@)=0] gilt, ist (Ha) C erfiillbar, denn die 
Funktionen P,, ®,...®, ergeben dann offenbar in (Ha) C fiir 
%1, 2... eingesetzt einen richtigen Satz. 


2. Wenn (Hx) C erfiillbar ist, gilt (x) [P (x) = 0]. 


Beweis: Seien ‘V’,, ‘V, ... ‘¥, die nach Voraussetzung existie- 
renden Funktionen, welche in (H'x,) C fiir 9,, 9, .. 9 eingesetzt einen 
richtigen Satz liefern. Ihr Individuenbereich sei $. Wegen der Richtigkeit 
von ('x,) C fiir die Funktionen ‘V; gibt es ein Individuum a (aus 3), 
so da simtliche Formeln (18) bis (22) bei Ersetzung der ®; durch 
VY; und von 0 durch a in richtige Satze (18’) bis (22’) tibergehen. 
Wir bilden nun die kleinste Teilklasse von 3, welche a enthilt und 
gegen die Operation ‘V, (~) abgeschlossen ist. Diese Teilklasse (3’) 
hat die Eigenschaft, daf jede der Funktionen ‘; auf Elemente aus 
3’ angewendet wieder Elemente aus 3’ ergibt. Denn fir V, gilt 
dies nach Definition von 9’ und wegen (18’), (19’), (20) tibertrigt 
sich diese Eigenschaft von ‘Y; mit niedrigerem Index auf solche 
mit héherem. Die Funktionen, welche aus ‘’; durch Beschrinkung 
auf den Individuenbereich 9’ entstehen, nennen wir W,/. Auch fiir 
diese Funktion gelten simtliche Formeln (18) bis (22) (bei der Er-. 
setzung von 0 durch a und ®; durch ’/). 


Wegen der Richtigkeit von (21) fiir 7,’ und a kann man die 
Individuen aus 9’ eineindeutig auf die natiirlichen Zahlen abbilden u. zw. 
so, daB a in O und die Funktion ‘Vy’ in die Nachfolgerfunktion ®, 
tibergeht. Durch diese Abbildung gehen aber simtliche Funktionen 
‘V/ in die Funktionen ®; iiber und wegen der Richtigkeit von (22) 


°°) ge (@=1..8) vertreten irgend welche Komplexe der Variablen x,, 2, . . am, 
Z. Bit W@, Ly Ly. ; 


13% 
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fiir V,’ und a gilt («)[®,(z) = 0] oder (2)[®(a) 0], was zu be- 


weisen war). 


Da man die Uberlegungen, welche zu Satz X fihren, (fiir je- 
des spezielle £) auch innerhalb des Systems P durehfiihren kann, 
so ist die Aquivalenz zwischen einem Satz der Form (x) F(x) (F re- 
kursiv) und der Erfiillbarkeit der entsprechenden Formel des e. F. 
in Pbeweisbar und daher folgt aus der Unentscheidbarkeit des cinen 
die des anderen, womit Satz IX bewiesen ist.®?) 


4. 


Aus den Ergebnissen von Abschnitt 2 folgt ein merkwiirdiges 
Resultat, beziiglich eines Widerspruchslosigkeitsbeweises des Systems P 
(und seiner Erweiterungen), das durch folgenden Satz ausgesprochen 
wird: 

Satz XI: Sei x eine beliebige rekursive widerspruchs- 
freie®’) Klasse von Formeln, dann gilt: Die Satzformel, welche 
besagt, daBx widerspruchsfrei ist, ist nieht x-beweisbar; ins- 
besondere ist die Widerspruchsfreiheit von P in P unbeweisbar 64), 
vorausgesetzt, daB P widerspruchsfrei ist (im entgegengesetzten Fall 
ist natiirlich jede Aussage beweisbar). 


Der Beweis ist (in Umrissen skizziert) der folgende: Sei x eine 
beliebige fiir die folgenden Betrachtungen ein fiir allemal gewihlte 
rekursive Klasse von Formeln (im einfachsten Falle die leere 
Klasse). Zum Beweise der. Tatsache, daf 17 Gen r nicht x-beweisbar 
ist 5), wurde, wie aus 1. Seite 189 hervorgeht, nur die Widerspruchs- 
freiheit von x benutzt, d.h. es gilt: 


"Wid (@) —> Bew, (17 Gen 7) (23) 
d.h. nach (671): 
Wid (x) —> (x) « B, (17 Gen r) 


Nach (13) ist 17 Genr = Sb (p Zo) und daher: 


51) Aus Satz X folgt z.B., da8 das Fermatsche und das Goldbachsche 
Problem lésbar waren, wenn man das Entscheidungsproblem des e. F. gelést hatte. 


62) Satz IX gilt natiirlich auch fiir das Axiomensystem der Mengenlehre 
und dessen Erweiterungen durch rekursiv definierbare w-widerspruchsfreie Klas- 
sen von Axiomen, da es ja auch in diesen Systemen unentscheidbare Satze der 
Form (a) F(a) (F rekursiv) gibt. 

. %) y ist widerspruchsfrei (abgekiirzt als Wid (x)) wird folgendermaBen 
definiert: Wid (x) = (Hx) [Form (x) & Bews (a)]. 
64) Dies folgt, wenn man fiir z die leere Klasse von Formein einsetzt. 
68) » hangt natirlich (ebenso wie p) von x ab. 
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Wid (2) —> (0) « B, 8b (» Zp) 
d. h. nach (81): 


Wid («) —> (#) 9@,p) (24) 


Wir stellen nun folgendes fest: Simtliche in Abschnitt 26°) und 
Abschnitt 4 bisher definierte Begriffe (bzw. bewiesene Behauptungen) 
sind auch in P ausdriickbar (bzw. beweisbar). Denn es wurden iiberall 
nur die gewéhnlichen Definitions- und Beweismethoden der klassischen 
Mathematik verwendet, wie sie im System P formalisiert sind. Ins- 
besondere ist x (wie jede rekursive Klasse) in P definierbar. Sei 
w die Satzformel, durch welche in P Wid (x) ausgedriickt wird. Die 
Relation Q (a, y) wird gemiii (8:1), (9), (10) durch das Relations- 


zeichen q ausgedriickt, folglich Q (x, p) durch r [aa nach (12) rt= 


= = 8044 | und der Satz (a) Q(e,p) durch 17 Gen r. 


q Zp 

Wegen (24) ist also w Imp (17 Gen r) in P beweisbar 67) (um 
so mehr x-beweisbar). Wire nun w x-beweisbar, so wire auch 17 Gen r 
z-beweisbar und daraus wiirde nach (23) folgen, daB x nicht wider- 
spruchsfrei ist. 

Es sei bemerkt, dafi auch dieser Beweis konstruktiv ist, d. h. 
er gestattet, falls ein Beweis aus x fir w vorgelegt ist, einen Wider- 
spruch: aus x effektiv herzuleiten. Der ganze Beweis fiir Satz XI 
lait sich wortlich auch auf das Axiomensystem der Mengenlehre MV 
und der klassischen Mathematik®*) A iibertragen und liefert auch hier 
das Resultat: Es gibt keinen Widerspruchslosigkeitsbeweis fiir M 
baw. A, der innerhalb von M bzw. A formalisiert werden kénnte, 
vorausgesetzt dai M bzw. A widerspruchsfrei ist. Es sei ausdriick- 
lich bemerkt, dai Satz XI (und die entsprechenden Resultate tiber 
M, A) in keinem Widerspruch zum Hilbertschen formalistischen 
Standpunkt stehen. Denn dieser setzt nur die Existenz eines mit 
finiten Mitteln gefiihrten Widerspruchsfreiheitsbeweises voraus und 
es wire denkbar, dai es finite Beweise gibt, die sich in P (baw. 
M, A) nicht darstellen lassen. 


Da fiir jede widerspruchsfreie Klasse x w nicht x-beweisbar ist, 
so gibt es schon immer dann (aus x) unentscheidbare Satze (naimlich 
w), wenn Neg (w) nicht «-beweisbar ist; m.a. W. man kann in Satz VI 


6°) Von der Definition fix ,rekursiv* auf Seite 179 bis zum Beweis von 
Satz VI inkl. 

67) Da® aus (23) auf die Richtigkeit von wImp(17 Gen rv) geschlosser 
werden kann, beruht einfach darauf, daB der unentscheidbare Satz 17 Gen r, 
wie gleich zu Anfang bemerkt, seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet. 

‘ ee is J.v. Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr. 
6, 1927. 
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die Voraussetzung der w-Widerspruchsfreiheit ersetzen durch die 
folgende: Die Aussage ,x ist widerspruchsvoll* ist nicht x-beweisbar. 
(Man beachte, dai es widerspruchsfreie x gibt, fiir die diese Aussage 
z-beweisbar ist.) 

Wir haben uns in dieser Arbeit im wesentlichen auf das Sy- 
stem P beschrinkt und die Anwendungen auf andere Systeme nur 
angedeutet. In voller Allgemeinheit werden die Resultate in einer 
demniichst erscheinenden Fortsetzung ausgesprochen und bewiesen 
werden. In dieser Arbeit wird auch der nur skizzenhaft gefiihrte 
Beweis von Satz XI ausfihrlich dargestellt werden. 


(Hingelangt: 17. XI. 19380.) 


